Teoretisk gennemgang af ” elektrisk kapacitet” og " membranmodeller”. (03/01)

Indledning:

| den tidligere omtate ”kort introduktion til eekiricitetdagre’ forud for evelse med
"ionsalektive membraner” blev de grundlasggende definitioner vedr. eektriske kradter og
de elementaare regler for jaanstramskredd gb gennemgaet:

Coulombs lov, som beskriver eektriske kradters afhaangighed af ladninger og afstande.
Elektrisk feltstyrke E paet givet sted blev defineret som kraften pa en enheddadning
+1C pa stedet (enhed: N/C = newton pr coulomb).

Elektrisk spaending (potential) U blev defineret som elektrisk energi, knyttet til ladninger.
(enhed: V = valt = joule pr coulomb).

Elektrisk strem | blev defineret som antal ladninger, der pr sekund passerer det aktudle
tvaasnit (enhed A = ampere = coulomb pr sekund).

Elektrisk modstand R defineredes udfra den lineegre sammenhaang mellem stram og
goanding (Ohmslov): U = R

| det fd gende gennemgss kapacitetshegrebet og de membranmodeler, som indgdr i
biofysikevelsen om nerven.

Elektrisk Felt:
Nedenstdende figur viser to planer, hver med ared Si afstanden a, hvor der (ved brug af
energi) er flyttet Q positive ladninger fra den nederste plade til den gverste.
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Man kan visg, a fetstyrken E mellem planerne, hvis planerne er sore, er konstant overat
(et homogent felt) og har sarrelsen:
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, hvor Q/S betegnes ladningstagthed, og ey og K er konstanter

Elektrisk potential:
For a beregne forholdet mellem antdlet Q &f fordelte ladninger og den derved opstéede
potentiaforskel mellem planerne, fares en enheddadning +1C fra det negative plan til det
positive. Det nedvendige arbejde W hertil (kraft gange ve) er:

W = E-a(enhed: J = joule),
som modsvarers a ladningens potentidtilvakst, og dermed udtrykker potentiaforskellen
(spaandingsforskelen) U mdlem planerne:

U=Ea=Q- (K€ -9 a(enhed JC = volt)
som kan skrives:
Q=CU,hvorC=K-g Sa* (1)



Elektrisk kapacitet: Q = C-U

Der er dtsa proportionditet mellem det antd ladninger Q, som er forddt mellem

planerne, og den potentiaforskel U som derved er opstaet. Proportionalitetsfaktoren C
kaldes kapaciteten (eng: capacitance) mellem planerne.

Kapaciteten vokser med planernes aredl S og aftager med deres afstand a.

e =8,85:101% C? N'm? er en konstant, tilpasset enhedssystemet. K er en dimensiondgs
meateria eafhaangig kongtant, som bensa/nes dielektricitetskonstanten (K =11 vacuum
og K > 1 for andre isolaionsmaterider, som fylder mellemrummet mellem planerne).
Enheden for kapacitet bliver: C-V'! = C%.s*-kgt-m? , som kaldesfarad ("bledt d”) og
skrives F. Oftest bruges de afledede enheder: nf (microfarad = 10°° F), nF (nannofarad =
10°°F) og pF (picofarad = 10°2F).

NB! Bogstav 'C’ bruges béde som forkortelse for den eektriske ladningsenhed
coulomb og til at indikere kapacitet.

Opladning af kondensator.

Den hastighed, hvormed spaandingen U over en eektrisk kondensator lader Sg aandre,
afheanger af ladestr gmmen. Denne fortadler, hvor mange ladninger der pr

tidsenhed kan flyttes mellem pladerne. Denne eektrisk stram 1(t) (enhed: A = ampere =
coulomb pr tid), leveresi nedenstéende figur fraen “generator”.
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Den hastighed, hvormed spaandingen aandres, kan matematisk udtrykkes ved at
differentiereligning (1) m.h.t. tiden:

dQ du(t)

—~=1t)=C—ZL

a W= @)
der udtrykker, at dU(t)/dt (volt/sekund), afheanger af strammen I(t) (ladninger pr sekund)
og af kapaciteten C. Sdedesvil en “stor” kondensator (med stor kapacitet) andre
gpandingen relativt langsomt ved en given ladestram, men Sarre ladestram giver Sarre
hastighed.
En “uenddig’ hurtig speandingssandring er ikke mulig, da det ville kraeve en “uenddig”

stor strem!

Under opladning g& der ingen strem i mellemrummet mellem pladerne i kondensatoren.
Ladningerne fjernes fra den negative plade, feres som stram i ledningerne og hober sg
op paden positive, dt imens spandingen U(t) mellem pladerne vokser.

t
Integreres ligning (2) fés: U(t) :é(‘j (Hdt+U,
0



Der viser, a spaandingen pa kondensatoren til tiden t er proportiona med summen af de
ladninger, som ladestrammen har tilfart, og at denne spaanding er omvendt proportiona
med kapaciteten (U er en evt begynde sesspaanding).

Oplagret energi:
Energien (leveret & generatoren), der er medgaet til opladningen til U volt, er “oplagret
I det eektriske fet, som er opbygget mellem pladerne, og det beregnes ved a summere
arbgdsbidragene ved flytningen af ale ladningerne. Arbedet afhaanger af, hvor stor
spandingen (eler feltet) er blevet pa det aktuelle stade. Hvis spaandingen, ndr der er
flyttet g ladninger, er U(q) (volt = joule pr coulomb) bliver arbejdet dW med at flytte det
neeste ladningsbidrag dq:
dw = U(g)-dq

Idet q = C-U(q) findesdq = C-dU(q) som indsat ovenfor giver:

dw= C-U(q)du(q),
der ved integration fra U(t) = O til U giver

W= CU(q)dU(q) =46CU°?
Denne energi vil genvindes ved afladning af kondensatoren.

Par allelforbindelse af kondensatorer.

C, GC GC3 Cn Co

De to systemer har samme kapacitet, hvis der opnds samme spaanding U, nér de oplades
med sammelaoning Qo = Q1 + Q@+ Qs + - + Q.

Qi=Ci1:U,Q=CU, =C3z:U, Q= CyU 0gQy=C; ‘U,

der indsat ovenfor giver: U-Cp= U(C1+ Cy +C3+ -+ Cy)

dler Cp=Ci+ C +C3+ - +C,

Serieforbindelse af kondensatorer.

A s
Cl CZ C3 Cn Cs
Imellem de serieforbundne kondensatorer sker samme ladningsforskydning, som i de
"ydre” tilledninger, sdedes a de serieforbundne kondensatorer oplades med samme
grem (og dermed samme ladning), men til individuele spaandinger:
QS: Ql= Q2: Q3: Qh og Ul+ U2+ U3+ ..Un_: U
U1:Q/C1, UZZQ/CQ, U3:Q/C3 , U= Q/Cn og U= Q/CS,
der indsat ovenfor giver: Q(/C1+ 1/C, + U/Cz+ -+ 1/Cp) = Q-1 Cg
dler /Cs=1Ci+ UC, +1C3+-+1/Cy



Reglerne for & sammensadte pardld- og serieforbundne kondensatorer er dtsalige
omvendt af reglerne for sammensadning af modstande:

Padld: 1/Rp = VR1+1/Ry+1/Rs+-+1U/Ry

Membranmodéller ne.

1. Den kugleformede celle.

Fguren til vendtre viser en kugleformet celle. En eektrode er anbragt i cdlensindre, og
til tiden t = O udsendes fra el ektroden en stragm konstant I, SOom passerer membranen og
samles op a en ydre elektrode (ikke er vist).

Formdet med eksperimentet er a studere indflydelsen fra de karakteristiske sarrelser Ry,

og Crm pa den opstéede amdring af membranspasndingen Un,.
Figurentil hgjre viser et eektrisk akvivaent kreddab.

Igennem membranen deler den konstante membrangtrem |, Sgi endd 1,(t) , der |gber
gennen modstanden Ry, og en ddl 1(t), som er ladestrem til C,y, .
. flg. Kirschoffslov, der vedrarer et knudepunkt, gadder til ethvert tidspunkt.:
Im = 1(t)+ 1(t)
endvidere er (til tiden t)
[+(t) = Un(t)/Rym (Ohmslov) og Ic(t) = Cy -dUn(t)/dt (& ligning (2))
der indsat ovenfor giver:
Im= Um(t)/Rm + C-dUm(t)/dt

dler

Um(t) + Rm:Cr-dUm(t)/dt = Ry, *I i

Denneligning er en sikadt “farste ordens’ (linesgr og homogen) differentidligning. Den
udtrykker, a summen af membranspaandingen og en brakdd (Ry-Cr,) af den hastighed,
hvormed membrangpaandingen aandrer Sg, dtid har den kongtante vaardi Ryl m.
(Alle ledderei ligningen har enheden volt, idet Ry-Cy har enheden sekund.)
| det gieblik, hvor Iy, pétrykkes (t = 0), antages at Um(0) = 0, og af (3) ses, at
membranspaandingen da vokser med den maksmae hastighed, som er:

dUm(0)/dt = (Rm “Im) / (Rn - Cm) = Im / Cny

©)

(4)



Til t =0, hvor I, patrykkes, vil 1,(t) vaare nul, da Um(0) er nul, og hele I, bliver da
ladestram, Atsalc(0) = In.
Efterhanden som C,, oplades og Um(t) dermed vokser, ma dUy(t)/dt aftage mod nul, nér
Um(t) neamer sg spandingen Ry, 1. For t =" uendelig” bliver derfor I = Iy,
Denne opvoksen af Up(t) franul mod Ry, -Im med aftagende hastighed, kan beskrives
matematisk som lganingen til ligning (3):
t

Um(t) = Rm |m(1- et )

hvor t = Ry,-Cn kades systemets tidskonstant.

Det grafiske forlgb af de omtalte sterrelser er skitseret nedenfor.
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@verst ses den patrykte membranstrem I, og herunder delstrammenel; og I .
Nederst er vist den deraf opstdede membranspaandingsaandring Uy, , som vokser
“ekgponentielt” mod dutvaadien Ryl m.

Til t = t antager membranspadingen vaadien U (t) = Rulm (1-€1) = 0.63 Rl
Til t=0 er kurvens haddning (begyndd sestangenten’s) tidligere bestemt &f (4) til
dUnm(0)/dt = (Rm Im) / (Rm - Cm) = (Rm -Im)/t



Denne begyndel sestangent skagrer slutvaardien til tident=t.
Med kendskab til 1, kan man sdedes af kurvens dutveadi bestemme Ry, og af kurvens
begyndel sestanget (eller af tidskongtanten) bestemme Cr,. (ligning (4)

For et eksponentiat forlab, f. eks. ovennaavnte tidsmaessige opvoksen, gadder det, at
tangenten til et vilkarigt punkt pa kurven vil skagre “ dutvaadien” i afstanden
tidskonstanten t fra punktet. Eller sagt pa en anden méde: Hvis forl gbet fortsatte (linesat)
med den hastighed, det har til et givet tidspunkt, ville dutveardien nési | bet of tiden t.

Den cylinderformede celle.

Et membranpotentia Uy, prykt nervensindre (i forhold til det “uendelig” godit ledende
ydermedie) vil udbrede sig i x-aksens retning, palangsi nervensindre. Afhaangigt af den
indre langsgaende modstand r; og a membranmodstanden ry, Vil potentiaet aftage med
voksende afstand fra stimulusstedet.
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| nedenstéende betragtninger og beregninger er bl.a. membrankapaciteten ude adt,
hvorfor kun membranpotentialets “ sationage” udbredel se betragtes, og ikke dets
tidsmaessige forlgb.

Figuren til venstre viser en “nerve’, som dlektrisk er karakteriseret ved en langsgéende
modstand r; (W/m) (pr. laangdeenhed & nerven) og en membranmodstand rpy, (W-m) (pr.
laangdeenhed af nervens membranared) (Bemaak enheden: W-m) .

Figuren i midten viser en tynd skive med tykkelsen dx, sdtynd at langsgdende stram i og
udgdende membranstram in, kan regnes for konstante. Den langsgdende stram, der
forlader skiven bliver i) — di; .

Figurentil hgre viser det elektriske akvivadente kreddab af skiven.

Farst en overordnet kvditativ betragtning:
Membranspaandingen U (X) | afstanden x afheanger af membranspaandingen umiddel bart
far ssgmentet og af det “indre’ speandingsfald i segmentet. Dette spaandingsfad d(U m(X))
afhaanger af modstanden R og af strammen ij, hvoraf en del er membranstrammen, som
igen afhaanger af modstanden Ry, og af Un(X). Altsa: spaandingen afheenger &
spandingsfaldet, der igen afhaanger a spaandingen. Denne afheangighed udtrykkes
matematisk:
Den “indre’” modstand er proportiona med laagden:
R (W =r -dx

Membranmodstanden er omvendt proportional med aredet, og dermed med |aangden:

Rn (W) =, /dx



Af Kirschoff’s knudepunktdov findes:

im(x) = - d(ii(x)) ©)
Fadet i membranspaanding skyldes spaandingsfaldet over R

d(Um(x))=-i1(})-R =-ii(x)-r-dx
eler dUm(X))/dx = -rpi1(X) (6)
Membranstrammen bestemmes af membrangpaanding og membranmodstand:
im(X) = Um(X)/Rm= (1/rm)-Um(x)-dx

Indsadtes (5) heri fés:

- d(H()) = (Urm)-Um(x)-dx (7)
Ligning (6) differentieres:
d?(Um(X))/dx? = - ri-d(i;(x))-dx
og (7) indsadtes:
d?(Um(x))/dx? = - ri-d(it(x))-dx = ri-(Urm)-Um(x)-dx ,
der omformestil:
d?(Um())dX? = (1) /rm)-Unm (X)dx = 0,

L esningen antages a have formen:

Um(X) = A- ¥ (8)
For x = 0 antager U,,(0) vaadien Uy, ,der indsat i (8) giver: A= Uy, ,

Um(X) = Up - €% ©

Lesningen (9) indsdtesi difermtidligningeﬁ:
B% Um € (1 /rm)-Um €*=0

hvoraf : B =- i

rm
I’.I
Den enddige lasning bliver da

X
|

U (®=U_e hvor | = \/rr; kaldes |aangdekonstanten.
|

Membranspaanding aftager atsa eksponentielt med afstanden fra stimulusstedet. Det
samme gar béde den langsgdende stram og membranstrgmmen.



Nedenfor er membranspaandingens eksponentielt aftagende forl@b vist:

Um(X) A
Um I
Un -0.37
>
0 I X mm

Forx =1 f&s Un(l ) =Un €=Uy, 0.37
Kurvens haddning findes ved differentation:

dUn(¥) _ Un 7
dx I

For x = 0 bliver haddningen -Up, /I , og begynde sestangenten vil da skage y-aksenii
afsanden| fra O-punktet.
Hvis kurven havde fortsat faldet linesat med begyndd seshaddningen, var spaandingen
blevet nul i afsanden | frasimuluspunktet. Imidlertid aftager heddningen ogsa
(eksponentielt) med afstanden fra stimulusstedet. Det gedder for et hvert punkt, at
tangenten til kurven vil skaze x-akseni afstanden | fra punkitet.

Som naa/nt tidligere er der i ovenfor gennemfarte betragtninger og beregninger bl.a ikke
taget hensyn til tidsafhaangigheden, knyttet til membrankapaciteterne og den

hertil herende ladestram. Ovenstdende kurve viser derfor den

vaadi, som membranspaadingen ville nd, nar membrankapaciteterne pa et givet sted var
helt opladede (dtsa efter “uenddlig” lang tid).
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